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Analiza dok adno ci modeli 3D-CAD walcowych kó  z batych otrzymywanych 
w procesie symulacji obróbki w odniesieniu do parametrycznych modeli 
powierzchniowych 
 
Streszczenie: Artyku  prezentuje porównanie dok adno ci modeli 3D kó  z batych 
walcowych o z bach prostych i rubowych wykonanych w procesie symulacji obróbki 
oraz modeli powierzchniowych utworzonych w programie CATIA V5. Porównanie 
modeli przeprowadzono w odniesieniu do matematycznego modelu nacinania kó  

batych narz dziem z batkowym, b cego zbiorem punktów okre laj cych 
powierzchni  boczn  z ba ko a. 
 
Analysis of the accuracy of the 3D-CAD model of cylindrical gear obtained by 
the machining simulation for parametric surface models 
 
Abstract: The article presents a comparison of the accuracy of 3D cylindrical gears 
with straight and helical teeth made in the process of machining simulation and 
surface models created with CATIA V5. Comparison of models was carried out in 
relation to the mathematical model of cutting tool rack and pinion gears, which is a 
set of points defining the tooth surface of the gear. 

1. WST P 
Dok adno  modeli kó  z batych ma istotne znaczenie przy okre laniu parametrów 
kinematycznych pary wspó pracuj cej, przy przeprowadzeniu precyzyjnej analizy 
geometrycznej zaz bienia oraz analizach w rodowisku MES przeprowadzanych dla 
potrzeb przemys u lotniczego. Precyzyjne modele odwzorowuj ce kszta t z ba oraz 
ca ego ko a s  wykorzystywane tak e w procesie produkcji lotniczych kó  z batych. 
Pozwalaj  na przeprowadzenie kontroli i wykrycie ewentualnych nieprawid owo ci na 
poszczególnych etapach wytwarzania oraz na ostateczn  weryfikacj  poprawno ci 
geometrycznej finalnego produktu przy wykorzystaniu pomiarów 
wspó rz dno ciowych. 
W artykule przedstawiono analiz  dok adno ci powierzchni bocznych walcowych kó  

batych modeli 3D-CAD. Zaprezentowano trzy modele: geometryczny 
i matematyczny model powierzchniowy oraz model bry owy kó  z batych. Prace 
te zosta y wykonane w rodowisku systemu CATIA V5. 

2. PREZENTACJA MODELI KÓ  Z BATYCH 
Parametryczny model powierzchniowy walcowej przek adni z batej (model 
geometryczny) opiera si  na wykorzystaniu, w mo liwie najwi kszym stopniu, 
konstrukcji geometrycznych eliminuj c przy tym zale no ci analityczne. Wykonany 
model stanowi idealn  geometrycznie przek adni , której powierzchnie boczne 

bów utworzono na zasadzie przeci gni cia linii stycznej do linii rubowej na walcu 
zasadniczym wzd  tej linii, a przeci cie p aszczyzn  czo ow  przeci gni tej 
powierzchni rubowej daje ewolwent  (rys. 1). 
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Rys. 1. Zasada tworzenia powierzchni ewolwentowo- rubowej [1] 

 
Budowa parametrycznego modelu powierzchniowego ko a sk ada si  z kilku etapów. 
W pierwszym etapie wprowadzono niezb dne parametry (modu , liczba z bów, k t 
pochylenia linii z ba oraz parametry narz dzia przedstawione na rys. 2.), pozosta e 
parametry wynika y z oblicze  prowadzonych podczas parametryzacji, bezpo rednio 
w oprogramowaniu CAD. Na podstawie zdefiniowanych parametrów utworzono 
geometri  w postaci walca zasadniczego, na którym umieszczono lini rubow  
powi zan  z p aszczyzn  odtaczania, na której le  tworz ce ewolwentowej 
powierzchni rubowej (rys. 1). Poniewa  ko a z bate o wysokiej dok adno ci 
posiadaj  zmodyfikowan  geometri  zarysu z ba, model uwzgl dnia modyfikacj  
zarówno g owy jak i stopy z ba. Z tego wzgl du tworzony model opiera si  nie tylko 
na podstawowej ewolwencie, ale uwzgl dnia dodatkowe powierzchnie ewolwentowo 
– rubowe odnosz ce si  do modyfikacji wierzcho ka oraz protuberancji (modyfikacji 
stopy) Kolejnym etapem opracowania parametrycznego modelu powierzchniowego 
by o w ciwe usytuowanie poszczególnych ewolwent wzgl dem siebie, czyli 
ewolwenty zasadniczej, wierzcho ka oraz protuberancji (rys. 3a). Zosta o 
to wykonane dzi ki odpowiedniemu powi zaniu poszczególnych krzywych 
z kraw dziami skrawaj cymi narz dzia (rys. 2). Punkty charakterystyczne 
wyznaczono poprzez okre lenie przed enia kraw dzi tn cych narz dzia, które 
wykonuj  ewolwenty protuberancji i ci cia wierzcho ka, a nast pnie wyznaczeniu 
normalnych do tych kraw dzi, stycznych do odpowiednich okr gów zasadniczych 
i przechodz cych przez punkt zaz bienia (rys. 2). Dzi ki temu mo liwe by o 
okre lenie odpowiednich okr gów tocznych dla tych krzywych, a z punktów ich 
wzajemnego przeci cia poprowadzenie linii cz cych te punkty z osi  ko a. 
Wyznaczaj c pomi dzy nimi k ty, okre lono warto  k ta obrotu o jaki nale y 
przemie ci  odpowiednie ewolwenty do po enia odpowiadaj cego kszta towi 
zarysu uzyskiwanego przy danych parametrach geometrii u ytego narz dzia. Przy 
za onych parametrach uzyskuje si  ustawienie w stosunku do ewolwenty 
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podstawowej (ró owa) po enie ewolwenty ci cia wierzcho ka z ba (niebieska) 
oraz ewolwenty protuberancji (zielona) (rys. 3b). Po zdefiniowaniu pe nego zarysu 
wr bu, w kolejnym etapie tworzy si  powierzchnie wr bu przez przeci gni cie 
uzyskanego zarysu po zamodelowanej krzywej odpowiadaj cej linii z ba (rys. 3c). 
Ostatnim etapem jest wykonanie pe nego zarysu wie ca z batego (rys. 3d). 
 

 
Rys.2. Zarys z ba w przekroju czo owym odwzorowany przez narz dzie typu z batkowego o zarysie 

odniesienia wg DIN 3960 wykorzystany przy tworzeniu parametrycznych modeli bry owych oraz 
modeli powierzchniowych: matematycznego i geometrycznego walcowych kó  z batych 
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Rys. 3. Kolejne etapy tworzenia powierzchniowego modelu uz bienia ko a z batego: a) tworzenie 

parametrycznej geometrii boku z ba wraz z krzyw  przej cia, b) wykonanie pe nego zarysu wr bu, c) 
wykonanie powierzchni wr bu poprzez przeci gni cie zarysu po zamodelowanej krzywej 

odpowiadaj cej linii z ba, d) wykonanie pe nego zarysu wie ca z batego [1] 
 

Parametryczny model powierzchniowy kó  z batych jest modelem o idealnej 
geometrii. Powierzchnia boczna wr bu to z enie powierzchni ewolwentowo-
rubowych, dlatego te  mo na go potraktowa  jako odniesienie do innych modeli 

CAD w celu uchwycenia odchyle  od powierzchni bazowej. Zmiany powierzchni 
bocznej wynikaj ce z modyfikacji ruchu odtaczania nie s  mo liwe do uwzgl dnienia 
w tym modelu. Opisywane celowe zmiany powierzchni bocznej uwzgl dnia model 
matematyczny. Oprócz zastosowania modyfikowanego zarysu narz dzia nie tylko w 
postaci ci cia wierzcho ka, protuberancji, ale zmiany zarysu dowoln  krzyw , model 
matematyczny bierze pod uwag  równie  przesuni cie zarysu oraz wprowadzenie 
dodatkowych ruchów narz dzia wzgl dem ko a, powoduj cych zmian  geometrii 
powierzchni bocznej. Ze wzgl du na jego uniwersalno  oraz uzyskanie wyników w 
postaci równania wektorowego (w przypadku mniej skomplikowanych zale no ci) lub 
zbioru punktów le cych na powierzchni bocznej stanowi cych rozwi zanie 
numeryczne uk adu równa  nieliniowych w rodowisku Mathcada, model 
matematyczny stanowi model bazowy. 
Model matematyczny powierzchni bocznej z ba to zapis powierzchni bocznej z ba 
nacinanej metod  obwiedniow  wynikaj cy z równania powierzchni dzia ania 
narz dzia, kinematyki obróbki oraz uk adu technologicznego. Równanie powierzchni 
bocznej z ba, stanowi obwiedni  powierzchni dzia ania narz dzia i wyznacza si  go 
z uk adu równa  (1), do którego wchodzi równanie rodziny powierzchni dzia ania 
narz dzia oraz równanie zaz bienia wynikaj ce z metody kinematycznej okre lania 
obwiedni [2] 
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gdzie: , ,t t tu w1r  - funkcja wektorowa okre laj ca rodzin  powierzchni dzia ania 
narz dzia przedstawiona w uk adzie zwi zanym z obrabianym ko em ( 1S ), otrzymana 
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z równania , , ,t t t t t tu w u w1 1t tr M r , w którym t1tM  stanowi macierz 
transformacji uk adów wspó rz dnych definiuj cych uk ad technologiczny dla 
wybranej metody obróbki, natomiast ,t tu wtr  równanie wektorowe powierzchni 
dzia ania narz dzia okre lone w uk adzie narz dzia ( tS ), 1n - jednostkowy wektor 
normalny w 1S  , , ,t t tu wt1

1v - wektor pr dko ci wzgl dnej okre lony w uk adzie 1S , 
,t tu w  - parametry definiuj ce narz dzie, t - parametr ruchu. 

Bior c pod uwag  zarys narz dzia przedstawiony na rys.2. otrzymano dla 
za onych parametrów powierzchni  boczn  wr bu w postaci równa  wektorowych 
dla poszczególnych powierzchni sk adowych boku z ba (rys.4.) [4][5]. Dla 
za onych dodatkowych ruchów kszta tuj cych uz bienia i zarysie narz dzia 
prostoliniowym uzyskano powierzchnie boczne w postaci zbioru punktów, któr  
odniesiono do powierzchni nominalnej, czyli bez dodatkowych ruchów obrabiarki o 
tym samym prostoliniowym zarysie narz dzia (rys. 5.). 
 

  
Rys. 4. Powierzchnia boczna z ba ko a walcowego o z bach rubowych o modyfikowanym zarysie 
wygenerowana na podstawie modelu matematycznego (wykonane no em z batkowym – metoda 

Maaga)[5] 
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Rys.5. Odchylenia powierzchni bocznych z bnika od powierzchni nominalnej uzyskanych przez 

zastosowanie dodatkowych ruchów obrabiarki [3] 
 

Jednym z elementów determinuj cych dok adno  wykonania ko a z batego jest 
narz dzie obróbkowe. Symulacje procesów nacinania kó  z batych w rodowisku 
systemów CAD nie odpowiada rzeczywistej obróbce, ale na jej podstawie uzyskuje 
si  dostateczn  ilo  informacji, które umo liwiaj  prowadzenie analiz oraz 
dokonanie modyfikacji w zakresie konstrukcji, czy technologii [6]. Dlatego te  nie 
posiadaj c modelu matematycznego powierzchni bocznej z ba wykonuje si  model 
bry owy 3D-CAD ko a. Po zako czeniu symulacji na powierzchniach bocznych z bów 
zaobserwowa  mo na lady wirtualnej obróbki. Powierzchnia wr bu sk ada si  z 
szeregu powierzchni, które stanowi lady kolejnych operacji Boole’a (odejmowanie 
bry y narz dzia od ko a) (rys. 6). Efekt ten nazywany jest graniasto ci  powierzchni, 
co wp ywa na dok adno  modeli uzyskiwanych metod  symulacji obróbki [3][6]. 
W symulacjach metod obwiedniowych dok adno  zarysu boku z ba determinuje 
liczba kroków symulacji, w wyniku której uzyskuje si  pe ny zarys. Warto  ta w 
po czeniu z geometri  wirtualnego narz dzia ma zapewni  odniesienie do 
rzeczywistego procesu obróbki. Istniej  tutaj jednak ograniczenia wynikaj ce z faktu, 
e zwi kszaj c liczb  kroków symulacji, nast puje znaczny wzrost obj to ci pliku, co 

utrudnia prowadzenie jakichkolwiek analiz zwi zanych z generowan  geometri  ko a. 
Mimo to odpowiednio dobieraj c parametry procesu symulacji, zyskujemy 
praktyczne, wygodne oraz szybkie narz dzie dla konstruktora i technologa. 
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Rys.6. Wynik symulacji generowania uz bienia ko a z batego walcowego metod  obróbki 
obwiedniowej - d utowanie wg metody Magga, narz dzie z batka z modyfikacj  zarysu [5] 

 
Symulacje obróbki mo emy prowadzi  dla wszystkich typów kó  z batych, pod 
warunkiem, e jeste my w stanie zamodelowa  narz dzie oraz poprawnie 
zdefiniowa  i opisa  kinematyk  procesu nacinania uz bienia. Z tego wzgl du 
znaczna cz  modeli jakie zosta y poddane analizie w niniejszej pracy zosta a 
zamodelowana z u yciem tej metody. 

3. ANALIZA DOK ADNO CI MODELI KÓ  Z BATYCH 
Porównano przedstawione modele kó  z batych. Weryfikacja modelu bry owego 
polega a na porównaniu go z modelem matematycznym. Model bry owy z ono z 
powierzchni  wygenerowan  na podstawie modelu matematycznego, nast pnie 
okre lono odchy ki modelu bry owego w stosunku do wzorcowego 
(matematycznego). rednia odchy ka na powierzchni bocznej z ba wynosi 0,2[ m], 
najwi ksza warto  wynosi 0,001[mm] wyst puje w miejscu wyst pienia kraw dzi 
podci cia - zwi zane jest to ze sposobem generowania powierzchni na podstawie 
modelu matematycznego , ale tak e jest wynikiem graniasto ci powierzchni modelu 
bry owego (rys. 7). Na rys. 8. porównano model matematyczny otrzymany w postaci 
równania oraz uzyskany z oblicze  numerycznych. Na ca ej powierzchni te 
odchylenia nie przekraczaj  0,02[ m] z wyj tkiem, podobnie jak w przypadku modelu 
bry owego, przej cia z ewolwenty na krzyw  przej cia. Warto  maksymalna 
odchylenia wynosi jedynie 0,2[ m]. Model matematyczny bez wzgl du na uzyskany 
sposób powierzchni bocznej jest bardzo dok adny. Szczegó ow  analiz  dotycz ca 
modelu matematycznego zaprezentowano w rozprawie doktorskiej wspó autorki 
artyku u [5].  
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Rys.7. Odchylenie po enia punktów powierzchni bocznej z ba uzyskanych za pomoc  symulacji 

obróbki i modelu matematycznego [5] 

 
Rys.8. Odchylenie po enia punktów powierzchni bocznej z ba uzyskanych za pomoc  modelu 

matematycznego w postaci równania i rozwi zania numerycznego [5] 
 

Porównano równie  powierzchniowy model geometryczny z modelem bry owym ko a 
3D-CAD. Maksymalne odchylenie powierzchni nacinanej w CAD z powierzchni  
uzyskan  z modelu powierzchniowego wynosi 2,9 [ m] i wyst puje na krzywej 
przej cia (rys. 9). 
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Rys.9. Porównanie powierzchni bocznej z ba uzyskanej z modelu geometrycznego z modelem 

bry owym ko a 3D-CAD 
 

4. PODSUMOWANIE 
 
Sposób generowania modelu CAD ko a z batego w znacznej mierze determinuje 
jego dok adno . Dok adny model CAD uz bienia walcowego powinien odwzorowa  
ca y z b - cz  u yteczn , czyli powierzchni  pewnej i prawdopodobnej wspó pracy, 
jak i przej cie u podstawy. Uwzgl dnienie m.in. modyfikacji zarysu uz bienia i 
zaz bienia oraz analizy zjawisk takich jak podci cie stopy z ba czy zaostrzenie 

owy umo liwia pe  analiz  geometrii ko a. W takim przypadku jako model bazowy 
mo e by  stosowany zarówno parametryczny model powierzchniowy jak i model 
matematyczny powierzchni bocznej z ba. Dodatkowe wprowadzenie modyfikacji na 
ca ym obszarze powierzchni bocznej w postaci beczkowato ci na szeroko ci, czy te  
modyfikacji topologicznej wynikaj cej z zastosowania dodatkowych ruchów 
kszta tuj cych uz bienie, poprawiaj ce wspó prac  przek adni, powoduje, e 
otrzymywana powierzchnia boku z ba znacznie ró ni si  powierzchni nominalnej. 
Pomiar dok adno ci modelu mo e by  wtedy odniesiony jedynie do modelu 
matematycznego powierzchni bocznej z ba. W modelu bry owym ko a utworzonym 
za pomoc  symulacji obróbki na powierzchniach bocznych z ba tworz  si  mikro 
powierzchnie. Ich wielko  zale y nie tylko od zastosowanej metody obróbki kó  

batych walcowych determinuj cej rodzaj narz dzia i kinematyk  obróbki, ale 
równie  od kroku dyskretyzacji. Ten ostatni parametr ma znacz cy wp yw na 
dok adno  modelu. W ciwe ustalenie jego warto ci decyduje o uzyskaniu 
za onej dok adno ci ko a z batego, któr  mo na zweryfikowa  za pomoc  
wspó rz dno ciowej maszyny pomiarowej. 
 
 
Badania realizowane w ramach Projektu "Nowoczesne technologie materia owe 
stosowane w przemy le lotniczym", Nr POIG.01.01.02-00-015/08-00 w Programie 
Operacyjnym Innowacyjna Gospodarka (PO IG). Projekt wspó finansowany przez 
Uni  Europejsk  ze rodków Europejskiego Funduszu Rozwoju Regionalnego.  
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