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METODA HYBRYDOWA TWORZENIA MODELU 3D-CAD STOŻKOWEGO 
KOŁA ZĘBATEGO O KOŁOWO-ŁUKOWEJ LINII ZĘBA 

 
Streszczenie: Geometria powierzchni bocznej koła stożkowego wynika bezpośrednio z zastosowanej 
metody obróbki, dobranych parametrów ustawczych oraz geometrii narzędzia. W artykule przedstawiono 
metodę powierzchniowo-bryłową tworzenia modelu 3D kół zębatych stożkowych o kołowo-łukowej linii zęba. 
Podano sposób otrzymywania powierzchni bocznej kół w postaci zbioru punktów, których współrzędne 
uzyskano z zastosowania kinematycznej teorii obwiedni. Przedstawiono również sposób łączenia 
powierzchni z modelem bryłowym otoczki koła. Wygenerowano modele kół dla danych dotyczących 
przekładni stożkowej obejmujących geometrię pary kół, geometrię narzędzi i parametry obróbki. 
Słowa kluczowe: koła stożkowe o łukowej linii zęba, matematyczny model nacinania uzębienia, model 3D-
CAD. 

 

HYBRID METHOD OF CREATING 3D CAD MODEL 
OF SPIRAL BEVEL GEAR 

 
Abstract: The geometry of the flank surface of the bevel gear direct result of the cutting method, selected 
setup parameters and tool geometry. This paper presents a method of surface-solid 3D model creation spiral 
bevel gears. Discloses a process for the preparation of the flank surface of the gear in the form of a set of 
points whose coordinates are obtained from the application of the theory of the kinematic envelope. Also 
describes how to connect the surface of tooth space with solid model gear. Generated models of spiral bevel 
gear for data including geometry of gear pair, tool geometry and cutting parameters. 
Key words: spiral bevel gear, mathematical model of cutting teeth, model 3D-CAD. 

 
 

1. WPROWADZENIE 
 
Skomplikowana geometria członów przekładni stożkowej oraz narzędzi do ich obróbki, 
a także rozbudowana kinematyka nacinania powodują, że otrzymane wręby kół mają 
złożoną geometrię. Uzasadnione jest w związku z tym opracowanie takiego modelu kół 
przekładni, który w sposób wiarygodny będzie odzwierciedlał rzeczywistą geometrię 
powierzchni, generowaną dla konkretnych zastosowań. Wirtualne modele przekładni służą 
głównie do analiz współpracy zazębienia bez obciążenia (m.in. w systemach CAD) oraz 
pod obciążeniem (w programach korzystających z MES) [1][3][5]. Analiza współpracy jest 
niezbędnym elementem na etapie projektowania przekładni, ponieważ pozwala we 
wczesnym stadium korygować jej właściwości użytkowe. Modele pojedynczych kół 
wykorzystywane są jako odniesienie zarówno przy pomiarach rzeczywistych kół jak 
i kontroli geometrii na poszczególnych etapach obróbki. Zgodność geometrii uzyskanej 
z założoną jest jednym z warunków kwalifikacji jakości wyrobu [2][4].  
Do wykonania modelu koła stożkowego niezbędna jest geometria otoczki koła, którą 
traktuje się jako bryłę bazową. Kluczowym elementem modelu koła zębatego o kołowo-
łukowej linii zęba jest powierzchnia wrębu, w skład której wchodzą powierzchnie wklęsła 
i wypukła boczna oraz powierzchnia dna wrębu. Powierzchnia wrębu jest odwzorowaniem 
geometrii narzędzia, parametrów ustawczych obrabiarki oraz kinematyki procesu 
nacinania. Istnieją dwie możliwości otrzymywania modeli wrębów kół stożkowych 
o kołowo-łukowej linii zęba: model bryłowy uzyskiwany w wyniku symulacji obróbki 
w określonej ilości kroków oraz model matematyczny powierzchni bocznej uzębienia 
w postaci równania parametrycznego lub siatki punktów[6][7][8][9] (rys. 1). Model bryłowy 
iteracyjny nie nadaje się jednak do analiz kinematyki przekładni oraz analiz 
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wykorzystującej MES. Modelu matematycznego w postaci równania parametrycznego nie 
można z kolei bezpośrednio przenieść do systemu CAD ze względu na rozbudowany 
zapis. W tej sytuacji występuje konieczność wygenerowania powierzchni w oparciu 
o punkty uzyskane z modelu matematycznego, z równania parametrycznego powierzchni 
albo z rozwiązania numerycznego. Otrzymaną powierzchnię wykorzystuje się 
do wykonania modelu bryłowego metodą hybrydową. 
 

 
 a) b) c) 
Rys.1. Powierzchnia boczna zęba koła stożkowego o kołowo-łukowej linii zęba uzyskana: 
a) w wyniku symulacji obróbki, b) jako siatka punktów reprezentująca rozwiązanie 
numeryczne, c) jako równanie parametryczne. 
 

2. POWIERZCHNIA UZYSKIWANA Z MODELU MATEMATYCZNEGO 
UZĘBIENIA 
 
Do uzyskania powierzchni wrębu kół wykorzystano model matematyczny uzębienia. Model 
ten opiera się na kinematycznej teorii obwiedni F. Litvina [5]. Rozwiązując układ równań 
zawierający równanie zazębienia oraz równanie rodziny powierzchni działania narzędzia 
otrzymujemy rozwiązanie numeryczne w postaci współrzędnych punktów definiujących 
powierzchnię boczną zębów lub w postaci równania parametrycznego powierzchni 
(w niewielu przypadkach, ze względu na złożoność rozważanego problemu). 
Do określenia wspomnianego powyżej układu równań konieczne jest zdefiniowanie 
matematycznego modelu obróbki odzwierciedlającego geometrię i kinematykę metody 
nacinania kół oraz równanie powierzchni narzędzia. Schemat blokowy ilustrujący 
zależność poszczególnych składowych modelu matematycznego uzębienia wraz 
z wzorami przedstawiono na rys. 2. 
Do modelu matematycznego uzębienia, z którego otrzymuje się składowe powierzchni 
wrębu wprowadza się zestaw danych obejmujących geometrię kół i złożonej przekładni, 
geometrię narzędzi oraz parametry ustawcze obróbki koła i zębnika (rys. 3). 
Po wprowadzeniu w/w danych program wyznacza współrzędne siatki punktów stanowiące 
obwiednię powierzchni działania narzędzia a więc poszukiwaną powierzchnię boczną 
zęba. Na rys. 4 przedstawiono przykładowe pliki współrzędnych punktów eksportowane 
z programu Mathcad do programu Excel, które z kolei wczytywane są jako punkty 
do programu Catia przy użyciu specjalnego makra (rys. 5a.). 
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Rys. 2. Schemat blokowy otrzymywania powierzchni boku zęba koła. 
 

 
Rys. 3. Dane wprowadzane do modelu matematycznego uzębienia 
 

 
Rys. 4. Przykładowe pliki współrzędnych punktów definiujących powierzchnie składowe 
wrębów zębnika i koła stożkowego wyznaczone z równania obwiedni. 
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3. BUDOWA MODELU BRYŁOWEGO METODĄ HYBRYDOWĄ 
 
Na wczytanych punktach do programu CAD wyznaczonych z modelu matematycznego 
uzębienia tworzy się profile, na których rozpina się powierzchnię (rys.5b). Nie ma 
konieczności stosowania prowadnic, ponieważ liczba punktów jest jednakowa dla każdego 
profilu. W przypadku braku kilku punktów wynikającego np. z podcięcia zęba u podstawy, 
konieczne jest zastosowanie prowadnic. 
Otrzymanie powierzchni całego wrębu jest możliwe dopiero po rozpięciu powierzchni nie 
tylko na powierzchniach bocznych, które biorą udział w zazębieniu, ale także 
na powierzchniach pochodzących od zaokrąglenia naroża oraz krawędzi narzędzia 
nacinającej dno wrębu. Po przycięciu powierzchni wykonuje się ich łączenie (rys. 5c). Jest 
to metoda najdokładniejsza tworzenia modelu koła stożkowego o kołowo-łukowej linii 
zęba. 
 

 
 a) b) c) 
Rys. 5. Budowa modelu powierzchniowego uzębienia w systemie CAD a) wczytany zbiór 
punktów definiujących powierzchnię wklęsłą zębnika stożkowego, b)rozpięta powierzchnia 
na zbiorze punktów, c)powierzchnia wrębu utworzona na bazie powierzchni bocznych: 
wklęsłej i wypukłej oraz powierzchni dna wrębu. 
 
W celu uproszczenia modelu i nie podważając możliwości określonego zastosowania, 
bierze się pod uwagę jedynie powierzchnię boczną uzębienia, która obejmuje zakres 
możliwej współpracy pary kół. Wówczas powierzchnia dna wrębu koła jest jedynie 
przybliżona. Na rys. 6a i 6b zaprezentowano sposoby uproszczenia powierzchni dna 
wrębu. Mianowicie na rys. 6a dokonuje się ekstrapolacji powierzchni bocznych w kierunku 
dna a następnie łączy się powierzchnią tak, aby spełnić warunki ciągłości ma poziomie 
wektorów stycznych i krzywizn. W przypadku rys. 6b po wykonaniu ekstrapolacji 
powierzchni bocznych do fragmentu powierzchni stożka stóp koła stosuje się zaokrąglenie 
pomiędzy powierzchniami. Modele uproszczone wykorzystuje się do analizy współpracy 
przekładni bez obciążenia TCA – tooth contact analysis.  
Korzystając z danych wczytywanych do modelu matematycznego zdefiniowano 
parametryczny szkic otoczki koła i zębnika (rys. 7.). Gotowe bryły otoczek kół otrzymuje 
się poprzez obrót względem odpowiedniej osi. Korzystając z przygotowanych powierzchni 
wrębów przycina się nimi bryły otoczek, a następnie korzystając z szyku kołowego 
uzyskuje się gotowe modele bryłowe kół, które odzwierciedlają ich rzeczywistą geometrię. 
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a) 

b) 

c) 
Rys. 6. Metody stosowane do budowy powierzchni dna wrębu: a) połączenie powierzchni 
z zachowaniem ciągłości, b)zaokrąglenie powierzchni przecięcia ekstrapolowanych 
powierzchni bocznych z powierzchnią stożka stóp, c) połączenie powierzchni składowych 
wrębu (bocznych, od zaokrągleń i dna) otrzymanych z modelu matematycznego 
uzębienia. 
 

 
Rys. 7. Parametryczny szkic otoczki zębnika utworzony w oparciu o wczytane dane 
geometryczne 
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a) b) 

Rys. 8. a) Przycięcie bryły otoczki zębnika powierzchnią wrębu, b)otrzymana bryła zębnika 
przekładni stożkowej o kołowo-łukowej linii zęba 
 
 

4. WNIOSKI 
 
Znając możliwości zastosowania oraz dokładności wykonanych modeli bryłowych metodą 
hybrydową sformułowano następujące wnioski: 
1. Metoda hybrydowa pozwala na otrzymanie modeli 3D CAD kół stożkowych 
o kołowo-łukowej linii zęba o wysokiej dokładności odwzorowania rzeczywistego koła. 
2. Modele bryłowe otrzymywane metodą hybrydową charakteryzują się 
występowaniem gładkich powierzchni bocznych co umożliwia jego zastosowanie 
do późniejszych analiz współpracy przekładni stożkowych w systemach CAD oraz 
z wykorzystaniem MES.  
3. Wykonany model stanowi również odniesienie przy pomiarach rzeczywistych kół 
jako kontrola na poszczególnych etapach obróbki i jeden z warunków akceptowania 
wyrobu do sprzedaży. Jest to wyjątkowo istotne w przypadku produkcji lotniczej. 
4. Dodatkową zaletą stosowania metody hybrydowej jest stosunkowo niewielki rozmiar 
otrzymywanych plików. 
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